Apuntes semana 11

Geometria analitica

Algebra

Unidad 3: Numeros naturales y
conicas

N ALTY,,

puc

UNIVERSIDAD

AUTONOMA
DE CHILE

MAS UNIVERSIDAD




UNIDAD 3 |

NUMEROS NATURALES Y CONICAS

Contenido

CONTENIDO

INTRODUCCION

ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA
ECUACION DE LA PARABOLA
ECUACION DE LA ELIPSE
ECUACION DE LA HIPERBOLA
PROBLEMAS DE PLANTEQ

QUE INVOLUCREN CONICAS
REFERENCIAS

19
23




UNIDAD 3 |

NUMEROS NATURALES Y CONICAS

Introduccion

Lageometriaanaliticaesunaramadelas matematicas que combina
lageometriay el algebra, permitiendo el estudioy analisis de figuras
geomeétricas utilizando herramientas algebraicas. Esta disciplina
revoluciono el campo de la geometria, al introducir un enfoque
numericoy algebraico paradescribiry comprender las propiedades
de los objetos geométricos en un sistema de coordenadas.

En la geometria analitica, los puntos en un plano o en el espacio
se representan mediante pares o trios ordenados de numeros,
respectivamente. Estos numeros se conocen como coordenadasy
se basan enun sistema de referencia, generalmente utilizando ejes
cartesianos. Esto permite asociar cada punto con un conjunto de
coordenadas numeéricas, lo que facilita su localizacién precisay su
estudio algebraico.

Ademas, la geometria analitica proporciona herramientas para
describir y analizar diferentes figuras geomeétricas, como lineas
rectas, circulos, elipses y parabolas. Utilizando ecuaciones
algebraicas, se pueden establecer propiedades geométricas de
estas figuras y resolver problemas relacionados con ellas.

En este apunte, exploraremos los fundamentos de la geometria
analitica, incluyendo la representacion de puntos en un sistema de
coordenadas, las ecuaciones de figuras geométricas y el estudio
de sus propiedades. Se proporcionaran ejemplos ilustrativos y
gjercicios practicos, los que permitiran a los estudiantes aplicar
estos conceptos en situaciones reales.
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Ecuacion de la circunferencia

Una circunferencia es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo, llamado centro, y dicha
distancia comun es denominada radio. La ecuacion de la circunferencia describe la relacion matematica entre los
puntos de una circunferencia en un plano cartesiano.

Definicion de centro.

En la ecuacion de la circunferencia, el término (h,k) representa las coordenadas del centro de la circunferencia. El
centro es el punto que se encuentra en el medio de la circunferenciay se puede pensar como el 'corazén" de la figura.
El valor h, se refiere a la coordenada horizontal del centro y k se refiere a la coordenada vertical del centro. Asi, el
punto (h,k) es el punto medio de la circunferencia; se puede trazar una linea recta desde este punto hasta cualquier
punto de la circunferencia para obtener el radio.

La posicion del centro en la ecuacion de la circunferencia es importante, porgue nos permite conocer la ubicacion
exacta de la figura en el plano cartesiano. Al cambiar las coordenadas del centro, podemos mover la circunferencia
hacia arriba o hacia abajo, hacia la izquierda o hacia la derecha en el plano cartesiano, mientras que, al cambiar el
radio, podemaos hacer la circunferencia mas grande o pequena.

Definicion de radio.
En la ecuacion de la circunferencia, el término "r" representa el radio de la circunferencia. El radio es la distancia
desde el centro de la circunferencia hasta cualquier punto de la circunferencia.

Entérminos matematicos, la ecuacion de la circunferencia establece que la suma de los cuadrados de las distancias
desde el centro de la circunferencia a cualquier punto (x,y) en la circunferencia es igual al cuadrado del radio:

(ch)>+ (yk)2=r

Esta ecuacion muestra que para cualquier punto (x,y) en la circunferencia, si se mide la distancia desde el punto al
centro de la circunferencia y se eleva al cuadrado, la suma de los cuadrados de estas distancias siempre sera igual
al cuadrado del radio.

Por lo tanto, el radio determina la distancia que se extiende desde el centro de la circunferencia hasta su borde
exterior. Cuanto mayor sea el valor de r en la ecuacion de la circunferencia, mas grande sera la circunferencia, y
cuanto menor sea el valor de r, mas pequena sera la circunferencia.

eje -y

eje - x

]

Figura 1: Representacion de la circunferencia, en la que se observa su centro y radio. Elaboracién propia.
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Ecuacion principal

La ecuacion principal de la circunferencia es una forma especial de la ecuacion de la circunferencia utilizada
cuando el centro de la circunferencia esta en el origen del sistema de coordenadas(0,0). La ecuacion principal de la
circunferencia se escribe de la siguiente manera:

w2+ y2: 2
donde res el radio de la circunferencia.

Esta ecuacion nos dice que cualquier punto (x,y) en la circunferencia satisfara esta ecuacion. La ecuacion principal
de la circunferencia es Util, porque es una forma mas simple de la ecuacion de la circunferencia general, o que hace
que sea mas facil de trabajar en algunos casos.

Ademas, la ecuacién principal de la circunferencia tiene una forma geométrica clara. En el plano cartesiano,
representa todos los puntos que se encuentran a una distancia r del origen, lo que forma una circunferencia con
centro en el origeny radior.

Ecuacion general.

La forma general de la ecuacidén de la circunferencia es:

(x-h)*+ (y-k)*=r*

donde (h,k) son las coordenadas del centro de la circunferencia y r es el radio de la circunferencia.

Esta ecuacion nos dice que cualquier punto (x,y) que esté en la circunferencia satisfara esta ecuacion. Es decir, sise
sustituyenlas coordenadas (x,y)enla ecuacion, se obtendra una afirmacion verdadera que representa la pertenencia
de ese punto a la circunferencia.

Porejemplo, siqueremos encontrarlaecuaciondelacircunferenciaconcentroenel punto (2,3) y radio 4, sustituimos
los valores correspondientes en la formula:
(x2)*+(y-3)* =4

Esta ecuacion representa todas las parejas (x, y) que cumplen esta ecuacion y, por lo tanto, se encuentran en la
circunferencia.

Ejemplo:

Halle la ecuacion de la circunferencia con centro en (2,- 3) y radio (5).

Se sustituyen el centroy el radio en la ecuacidn y se transforma en su forma general.

Y1 (x-h)2+ (y-k)2=r

3 (x2)*+(y-(3)*=5"
A I

— > (x-2)*+ (y+3)*=5*

/o5 \
(x-2)*+(y+3)?=25
3)

2,3
X—4x+4+y +6y+9=25

X+ y —4x+6y—-13=25

Se concluye que la ecuacion general de la circunferencia es:
X*+y —4x+6y—13=25
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Ecuacion de la parabola

Una parabola es el conjunto formado por todos los puntos que se encuentran a la misma distancia de un punto fijo,
llamado foco, y de una recta, llamada directriz(Raichman, 2016).

PF=PD
Elementos:

V' vértice.

{ —»  F:foco.

D D’: directriz.
LR: lado recto.

p: parametro distancia del vertice al foco.

— »—— r—

Figura 2: Representacion de la parabolay sus elementos. Elaboracion propia basada en Marquez(2009).

La ecuacion de la parabola es una expresion matematica que describe una curva en forma de U, llamada parabola.
Estaecuacionse utiliza pararepresentarla posicion de la parabola en un plano cartesiano, o que permite determinar
sus propiedades geométricas como la ubicacion del vértice, el foco y la directriz, asi como la direccion en la que se
abre la parabola.

La ecuacion de la parabola puede tener diferentes formas, dependiendo del tipo de parabola, pero en su forma mas
comun, llamada forma estandar, se expresa como:

y=[(ax)*2+bx+c

donde a, by ¢ son constantes que determinan la posicion y la forma de la parabola. La constante "a" determina si la

parabola se abre hacia arriba o hacia abajo, mientras que las constantes "b"y "¢" determinan la posicion de la parabola
en el plano.

La ecuacion de la parabola es una herramienta Util para el analisis y la resolucién de problemas en diversas areas de
las matematicas, la fisica y la ingenieria, entre otras disciplinas.

Definicion de vértice.

El vértice de una parabola es el punto donde la parabola cruza su eje de simetria. Si el coeficiente del términox2 es
positivo, el vértice sera el punto mas bajo en la gréafica, el punto en la parte baja de la forma “U". Si el coeficiente del
término x 2 es negativo, el vértice sera el punto mas alto en la grafica, el punto en la parte alta de la forma “U".
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Definicion de foco.

El foco es uno de los elementos importantes de la parabola. Este se define como un punto fijo que se encuentra en
la simetria de la curvay que esta ubicado en el gje de la parabola, a una distancia constante llamada distancia focal
(f) del vertice.

Enla ecuacion de la parabola, el foco se representa por el punto:
1

h+(—)k

(h+| - Jk)

sila parabola se abre hacia arriba o hacia abajo,
y por el punto:

e[

a

sila parabola se abre hacia la izquierda o hacia la derecha.
Aqui, (h,k) representa las coordenadas del vertice de la parabola.

Definicion de directriz.
La directriz es otra de las caracteristicas importantes de la parabola, que se define como una recta fija ubicada en
la simetria de la curva, y que se encuentra a una distancia constante (p) del vértice, donde p es la distancia entre el
vértice y la directriz.
Enla ecuacion de la parabola, la directriz se representa por la recta:
1
v+ ()

Sila parabola se abre hacia arriba o hacia abajo, y por la recta:
- 1
y=h+ (4a)

Si la paradbola se abre hacia la izquierda o hacia la derecha. Aqui, (h,k) representa las coordenadas del vértice de la
parabola.

Definicion de lado recto.

Elladorectoesotracaracteristicaimportante de laparabola. Este se define comolaporcién de larecta perpendicular
al eje de la parabola, que pasa por el foco y es cortada por la curva en dos puntos simétricos en el eje.

Enlaecuacion de la parabola, lalongitud del lado recto es igual a la distancia entre la parabola y su directriz, medida
perpendicularmente, y se puede calcular mediante la férmula:

lado recto = 1
a
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donde "a" es el coeficiente que determina la "abertura’ de la parabola en su ecuacion estandar.
La gréafica de las funciones polindmicas de segundo grado o funciones cuadraticas son las parabolas:

Figura 3: Representacién de la parabola de una funcion polinomica. Elaboracién propia.

Una parabola es un grafico en forma de U. Las ecuaciones cuadraticas poseen graficos que son parabolas.

A continuacion, se muestra una ecuacion cuadratica.

2
y=x-2
Las ecuaciones elevadas a la 2° potencia reciben el nombre de ecuaciones cuadraticas y sus graficos siempre son
parabolas.

Elgrafico de una parébola puede cambiar de posicion, direcciony ancho, basado en los coeficientes de x>y xademas
de la constante. Debido a que esos pedazos de la ecuacion son tan importantes, los nombramos en lo que se conoce
como la forma estandar.

La forma estandar de una ecuacién cuadratica:

y=ax’+bx+c
(donde a debe ser distinta de cero). Note que a,b y c seran coeficientes y pueden ser positivos o negativos. Esto
también afectaréa a la parabola graficada.

Unavez mas, el valor de a puede predecir dos cosas:
1) Cuén ancho sera el grafico.
2) Si el grafico se abre hacia arriba o hacia abajo.

Generalmente, mientras mas lejos de cero se encuentre el valor de a mas angosto es el grafico; mientras mas cerca
de cero se encuentra el valor de a, mas ancho es el grafico. Ademas, un valor positivo de a nos dara un grafico que
se abre hacia arriba, mientras que un valor negativo de a nos dara un grafico que se abre hacia abajo.

;Qué pasa con el valor de b?

Podrias haber notado que todas las parabolas son simétricas, son iguales a ambos lados, como si se reflejaran en un
espejo que estuviera justo en el medio del grafico.
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Estarecta de reflexion recibe el nombre de eje de simetria.
Elvalor de b nos ayuda a predecir el eje de simetria.

Finalmente, el valor de c determina el intercepto en y nos dice donde el grafico tocara el eje y. Cuando el valor de ¢
era 3, el grafico cruzo el eje y en el punto 3.

Observemos algunos graficos:

Caracteristicas del grafico Grafica de la parabola

Grafico A. 5 /
. La parabola se abre hacia arriba. 4
N1
. Es bastante ancho.
. Essimetricoen el gjey.
. Interceptaenyen 3. GRARICOA
. La ecuacion es: y= —x*+3 A I
2 =l
. a:i, b=0, c=3 5
2
-3
-4
Grafico B. 5
. La parabola se abre hacia abajo. 4
. No es estrecho ni ancho. ’
. La simetria esta en la derecha del eje y, ’ /\
. Interceptaenyen 2. / \GRAF'COB
. Laecuaciones: y=-x*+x+2 i N A 1 "N 7 1 i
=ii
o a=-1,b=1,c=2 2
-3
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Grafico C.
. La parabola se abre hacia arriba.
. Es bastante estrecho.
. Essimétricoenel ejey,
. Interceptaenyen-3.
GRAFICOC

. Laecuaciones:y=x*-3

5 -4 5 3 4 5
. a=2, b=0, c=3

Tabla 1: Tipos de parabolas segun sus caracteristicas. Elaboracién propia.

Ecuacion de la elipse

Una elipse es una curva cerrada en forma de 6valo. Es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano, tales que
la suma de sus distancias a dos puntos fijos llamado focos, siempre es constante. A esta longitud constante se le

denomina eje mayor que puede ser paralelo al eje "x", paralelo al eje "y" o bien oblicuo.

Matematicamente, si los focos de la elipse estan ubicados en los puntos (h,k + ¢) en el plano cartesiano, y el valor de
la constante es 2a, entonces la ecuacion de la elipse se puede escribir de la siguiente forma:
Sila elipse esta orientada horizontalmente:

(x —ZX(,)2 N (y-vy,)°

=1
a b?
Donde:
b2=22—¢2
Sila elipse estéa orientada verticalmente:
(X _ZXO)Z + (}’_Yo)2 =1

a b?
Donde:

b= 22— 2

En estas ecuaciones, (h,k) representa el centro de la elipse, a es la distancia desde el centro de la elipse a uno de los
vértices, y b es la distancia desde el centro de la elipse al otro vértice; c es la distancia desde el centro de la elipse a
uno de los focos.
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Elementos de la ecuacion de la elipse.

Los siguientes elementos se encuentran en cada elipse:

. Centro: es el punto de interseccion de los ejes. Es, ademas, centro de simetria.

. Eje principal o focal: es el eje en el que se encuentran los focos. Es un eje de simetria.

. Eje secundario: es el eje perpendicular al eje principal, mediatriz del segmento que une los focos.

. Vértices: puntos de interseccion de la elipse con los ejes.

. Distancia focal: distancia entre los focos. Su longitud es 2 *c.

. Semi distancia focal: distancia entre el centroy cada foco. Su longitud es c.

. Semieje mayor o principal: segmento entre el centroy los vértices del gje principal. Su longitud es a.

. Semieje menor o secundario: segmento entre el centroy los vértices del eje secundario. Su longitudesby

cumple b=y(a’>-¢?)
. Radios vectores: cada punto de la elipse cuenta con dos radios vectores que son los segmentos gue unen
dicho punto a cada uno de los focos. Para un punto P(x,y) se cumple que:

d(P,F)=a-ex y d(P,F)=a+ex

Ecuacion de eje mayor horizontal centrada en un punto cualquiera P(x, y,)

»
»

0 X

Figura 4: Representacion de la elipse horizontal centrada en un punto cualquiera P(x , y,). Elaboracion propia.

La ecuacion de una elipse, cuyo eje mayor es horizontal, viene dada por:

(=x)* -y

a’ b
Donde:
. x0, y0: coordenadas x ey del centro de la elipse.
. a: semieje de abscisas.

. b: semieje de ordenadas. En nuestro caso debe cumplirse que b < a.
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Ejemplo:
Determine la ecuacion de la elipse horizontal centrada en el origen cuyo eje mayor horizontal mide 10y su
distancia focal mide 6.

Dado que sabemos que el eje mayor (2a) es 10:

2a=10=a=5
Y que la distancia focal (2c) mide 6:

2c=6=c=3

Partiendo de estos datos, podemos calcular la longitud del semieje menor (b) por medio de la siguiente
ecuacion:
b?’=2’~c?=b’-3’°=bJ/(25-9) = b=+ 4

Dado que no puede existir una longitud negativa, nos quedaremos con que b = 4. Utilizando ahora la formula
de la ecuacion de una elipse de eje mayor horizontal situada en el punto P_((0,0)) o lo que es lo mismo
x,=0 e y=0.

(x—x0)2+ (y_yo)z=1=> (x—0)? . (y—0)? PN x? _Lzzl

a’ b* 5 4 25 16

Ecuacion de eje mayor vertical centrada en un punto cualquiera P(x , y,)

v

0

Figura 5: Representacion de la elipse vertical centrada en un punto cualquiera P(x, y,). Elaboracion propia.

La ecuacion de una elipse, cuyo eje mayor es horizontal, viene dada por:

)2 v )2
L2 0
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Donde:

. x0,y0: coordenadas x e y del centro de la elipse.

. a: semieje de abscisas.

. b: semieje de ordenadas. En nuestro caso debe cumplirse que b > a.

Ejemplo:

Determine la ecuacion de la elipse vertical centrada en el punto P(-1,2) y cuyos ejes miden 20y 16.

Dado que su eje mayor es vertical (2a) y considerando que mide 20, se cumple que:
2a=20=—2a=10

Asimismo, sabiendo que el eje menor (2b)es 16:

2b=16=b=8
Por ultimo, sabiendo que a=10y b =8y que la elipse esta centrada en el punto Py obtenemos que su
ecuacion es:
_ 2 _ 2 _ _1 2 _2 2 _1)2 _9)2
o) Gy () 627 1) (-2)° )
b2 P 82 102 64 64

Excentricidad de la ecuacion de la elipse.

La excentricidad nos permite conocer lo alejados que estan los focos del centro de la elipse.

_ b?
-

Observe que 0 <e< 1. Cuando e = 0 los focos se superponeny la elipse es una circunferencia.

Ejemplo:
Dada la siguiente ecuacion de una elipse, determine su excentricidad.

Sabiendo que la excentricidad e de una elipse se obtiene por medio de la siguiente expresion:

_ b?
e

Y que si observamos la ecuacion el mayor valor se encuentra bajo la x, podemos deducir que la elipse posee
su eje mayor haorizontal. Este tipo de elipses posee la siguiente ecuacion general:

(X—X0)2 “ (y_YQ)Z )

a’ b*
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Por tanto:

Ecuacion de la hipérbola

Una hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos del plano en el que la diferencia de distancias a dos
puntos fijos denominados focos, Fy F', es siempre constante.

4 Ejesecundario

Eje Focal

F/(-c,0) A0 |0 A@o) F(c,0)

Figura 6: Representacion de la hipérbola. Elaboracion propia.

Las curvas del grafico constituyen lo que se conoce como una hipérbola. Observe sus focos Fy F'. Estos puntos son
muy importantes, por la diferencia de la distancia entre cada punto P(x,y) y estos puntos son siempre constante.
Por tanto, debemos considerar que, para cualquier punto de la hipérbola, siempre se cumple que:

|d(P,F)-d(P,F)|=2a

Donde d(P,F) y d(P,F') es la distancia de un punto genérico P de la hipérbola al foco Fy al foco F' respectivamente. Y
donde 2a es una constante.
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Elementos de la hipérbola

En las hipérbolas podemos distinguir ciertos elementos comunes, que se detallan a continuacion:

Focos (Fy I'): puntos fijos en los que la diferencia de distancia entre ellosy cualquier punto de la hipérbola es
siempre la misma.

Eje focal, principal o real: recta que pasa por los focos.

Eje secundario o imaginario: mediatriz del segmento que une los dos focos.

Centro (O): punto de interseccion de los ejes focal y secundario.

Semidistancia focal (c): la mitad de la distancia entre los dos focos Fy F'. Su valor esc.

Distancia focal (2c): distancia del segmento que une los dos focos Fy F'. Su longitud es 2c.

Los vértices (A y A'): puntos de la hipérbola que cortan al eje focal.

Semieje real (a): segmento que va desde el origen O hasta cualquiera de los vértices Ao A'. Su longitud es a.
Semieje imaginario (b): b = y(c?—2?)

Ecuacion de la hipérbola

De manera general, encontramos dos tipos de hipérbolas: aquellas en las que el eje focal se encuentra horizontal o
vertical. De este modo, podemos definir dos tipos de ecuaciones.

Hipérbola de eje focal horizontal centrada en un punto P(x0,y0) cualquiera

X

<

> Ny

Figura 7: Representacion de la hipérbola horizontal centrada en un punto cualquiera P(x_0,y_0). Elaboracion propia.

La ecuacion de una hipérbola de eje focal horizontal viene dada por:

(x—x,)* . (y-y,)

a’ b? =1
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Donde:

. x0,y0: coordenadas x ey del centro de la hipérbola.
. a: semieje real.

. b: semieje imaginario.

Ejemplo:

Determine la ecuacion de la hipérbola centrada en el punto P(2,1), cuya distancia focal es 10 y la distancia
entre sus vértices A esigual a 8.

Sabiendo que la ecuacion de una hipérbola centrada en el cualquier punto . debe tener la forma:

(X— XO)Z n (Y—Yo)z =1
a? b?
Calcularemos el valorayb.
Dado que la distancia focal (2c) es 10, tenemos que:
2c=10==c=5
Y dado que la distancia entre los vértices(2a) es 8, obtenemos que:

2a=8 =—a=4
Para calcular el valor de b, debemos aplicar el teorema de Pitagoras.

d=a+bP=b’=c?-a>—=b=y(5°-4)) = b=v9b=43

Dado que b es una distancia, no puede tener un valor negativo. De ahi que nos quedemaos con el valor b=3.
Por tanto, la ecuacion queda como sigue:

(=22 (=17 _

42 3? !

Hipérbola de eje focal vertical centrada en un punto P(xy, ) cualquiera

Yy A

| <
0 / F \ X

Figura 8: Representacion de la hipérbola vertical centrada en un punto cualquieraP(x_0,y_0). Elaboracion propia.

UNIVERSIDAD
AUTONOMA

DE CHILE

MAS UNIVERSIDAD



UNIDAD 3 | NUMEROS NATURALES Y CONICAS 17

La ecuacion de una hipérbola de eje focal vertical viene dada por:

(=x)*  (-y)

a b? =1
Donde:
. x0,y0: coordenadas x e y del centro de la hipérbola.
. a: semieje real.
. b: semieje imaginario.

Casos particulares de las hipérbolas

Silas hipérbolas se encuentran centradas en el origen de coordenadas, las ecuaciones anteriores se pueden reducir
considerablemente, porque x0 = 0 e y0 = 0. Considerando este hecho:

Hipérbola de eje focal horizontal centrada en el origen

0

Figura 9: Representacion de la hipérbola horizontal centrada en el origen. Elaboracion propia.
La ecuacion de una hipérbola de eje focal horizontal centrada en el origen viene dada por:

XZ
2

T
L

)

Donde:
. a: semieje real.
. b: semieje imaginario.
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v

»F,

Figura10: Representacién de la hipérbola vertical centrada en el origen. Elaboracién propia.

La ecuacion de una hipérbola de eje focal horizontal centrada en el origen viene dada por:

2 2
X _ ¥
3.2 bZ
Donde:
. a: semieje real.
. b: semieje imaginario.

Excentricidad de la hipérbola

A partir de la semidistancia focal y el semieje real, es posible obtener un valor numerico que nos indique qué tan
"abierta" 0 "amplia” es una hipérbola. Dicho valor recibe el nombre de excentricidad.

0 X

e=1,9

e=1,1

Figura 11: Representacion de una excentricidad de la hipérbola. Elaboracion propia.
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La excentricidad de una hipérbola es el cociente entre su semidistancia focal y su semieje real:

£
a

e =

Donde:
. a: semieje real.
. c: semieje imaginario focal.

Este valor siempre sera mayor que 1y, cuanto mayor sea su valor, mas "estrecha’ o "cerrada” sera la hipérbola.

Ejemplo:
Determine la excentricidad de la hipérbola dada por la siguiente ecuacion:

LZ_(X__Z)zzl
25 16

Observando la ecuacion del enunciado, podemos deducir que se trata de una hipérbola de eje focal vertical
centradaenP, . enlaquea®=25yb*=16.

Dado que la excentricidad e de cualquier hipérbola se obtiene por medio de la siguiente expresion:

e=C
a

Calcularemos la semidistancia focal c. Para ello sabemos que:
Z=a’+b*= ?=25+ 16 = *=41 =—c=+/41
Dado que c es una distancia, solo puede tener un valor positivo y ese es el que tomaremos para calcular la
excentricidad:
V4l

e="—=—e=1,28

Problemas de planteo que involucren cénicas
Problemal.

Sea una circunferencia CIR, definida por la ecuacion:
X+ y*+4x—6y +12=0
Basandonos enello:
a) Determine la ecuacion en forma general de la circunferencia CIR,, concéntrica con CIR, cuyo diametro sea igual
al doble del diametro de CIR,.
b) Represente ambas circunferencias en un solo grafico.
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Solucion:
a) A partir de la ecuacion que define a CIR es factible obtener:

XH4x+4+y—6y+9=-12+4+9 y (x+2),+ (y-3)*= (1)

0 sea que el radio de dicha circunferencia es igual a 1, en tanto que su centro es C debido alo cual el radio de

CIR, esR,=2(1) =2, correspondiendo a esta circunferencia la ecuacion:
(x+2)*+ (y-3)*=(1)?

1(-2,3)"

de donde puede obtenerse:
X+4x+4+y—6y+9=0
que es la ecuacion que se pidi¢ determinar.

A

b)

v

Problema 2.

Dadala conica de ecuacion:
y+4y + 12x—44=0..©

a) Lleve esaigualdad a una de las segundas formas ordinarias de la ecuacion de una parabola.

b) Diga donde se encuentra su vértice y cual es la longitud de su ancho focal; ademés, obtenga: la distancia de
V alfoco (F) y aladirectriz (L), las coordenadas de F, y una ecuacion que defina a la directriz de la curva.

c) Determine las coordenadas de los puntos extremos del eje focal (el punto fy * f) de la curva dada, y las de
los puntos M y N donde esta corta al eje Y; después de ello, represente graficamente a la cénica de este ejemplo,
haciendola pasar por V, asi como por los cuatro puntos recién citados.

a) La ecuacion dada puede escribirse en la forma:
Y2+ 4y =-12x + 44.
Y completando cuadrados:
Y2+ 4y + 4 =-12X + 44 + 4,
lgualdad que da lugar a la expresion:

(y+2)? = -12(x-4)...(E).

La cual es una segunda forma ordinaria de la ecuacién de la parabola, de tipo:

(y —k)?= -4p(x-h)...[FO, P, ]
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b) Considerando (E) y [FO, P, ], puede decirse que la parabola de este ejemplo corresponde lo siguiente: V(h,k),
donde h=4,k=2; 4p=12=longitud del ancho focal ; F(4-3,-2), 0 sea F(1,-2). Y directriz definida por:

x=h+p
Es decir, por:

x=44+3 0 por x=7

O bien por la ecuacion:

x-7=0
Porque,

[FO, P, ]

Corresponde a una parabola cuyas ramas abren hacia la izquierda, con foco ubicado “p” unidades a la izquierda de V,

u_n

asi como una directriz también ubicada a “p” unidades, pero de la derechade V.

c) Procediendo en forma similar a la sequida para obtener lo expresado en AF, puede establecerse que f(h-p,k
2p), y. f *(h—p, k—2p), son los puntos extremos del eje focal de las parabolas definidas por [FO, P, |, lo que implica
que, parala parabola de este ejemplo se tengan:

f(4-3,-2+6) y f* (4-3,-2-6), es decir, f(1,4)y f* (1,-8)

con lo cual guedan determinadas las coordenadas pedidas, de los puntos extremos del gje focal.

Como ademas se pidi6¢ obtener las coordenadas de los puntos M y N, donde la curva dada corta al eje Y, esas
coordenadas las determinaremos basandonos en que dichas coordenadas deben cumplir la ecuacion cartesiana ©
por medio de la cual se defini¢ ala conica(de este ejemplo), o bien la ecuacion(E), que también define a dicha conica,
considerando que la abscisa de ambos puntos vale cero, debido a que dichos puntos pertenecen al eje Y.

Al'hacer x=0, en(E), obtenemos (y + 2)*= 48y, + 2
y=-2+6.93=493=y, porloque setiene M (0,4,93)
y=-2-6.93=-8.93 =y, loque implica N (0,-8,93)

Quedando asi definidas las coordenadas de My de N, que se pidieron.
Para terminar este ejemplo, acorde con lo pedido, se represento graficamente la conica, de este ejemplo, haciéndola
pasar por M,t,V, £*y N. Como se observa en el siguiente grafico:

v
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Enseguida estableceremos otras dos formas ordinarias de la ecuacién de una parabola.
Procediendo en forma similar a la seguida, para llegar a la expresion [FO, P, ], es factible obtener:

(x=h)*=4p(y—k)..[FO*P ]

Expresion conocida como seqgunda forma ordinaria de ecuacion de una parabola cuyas ramas abren hacia arriba,
con vertice en V(h k,) distante “p” tanto de su foco (F) como de su directriz (L), con eje focal paralelo al eje Y, su
foco arriba de V, su directriz localizada abajo del vértice, y un ancho focal de magnitud iguala 4 p, como se ilustra a
continuacion:

ws

v

De proceder similarmente a lo hecho para obtener la expresion [FO, P, ], es posible establecer:

2 _
(x-h)*=-4p(y-k)..[FO,P_ ],
expresion que comunmente se conoce como segunda forma ordinaria de la ecuacion de una parabola cuyas ramas
abren hacia abajo, como la mostrada en la grafica siguiente:

u_n

Esdecir, convérticeen V(hk,) distantep
tanto de su foco (F) como de su directriz
) (L), con su eje focal paralelo al eje Y, su
foco localizado abajo de V, su directriz
ubicada arriba del vértice, y un ancho

focal de magnitudigual a 4 p.

v
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